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 هچکید

ها کنیم. این مدل میمعرفی را اوراق قرضه  هایقیمتتصادفی  های مدلدر این مقاله 
ریسک دارند. ثابت و قیمت بازاری بهره  های نرخساختار زمانی  ی نزدیکی بارابطه

آنی تعیین ی آنیی مدل نرخ بهرهبدون آربیتراژ مدل قیمت به وسیله کنیم که در بازار می
ی پیشرو مورتون را که مبتنی بر نرخ بهره ـجرو ـ هیث  سرانجام چارچوب. شودمی
کنیم و قیمت بازاری ریسک را در این چارچوب به دست می است معرفی آنی
  آوریم. می

، ساختار زمانی 5، منحنی ثمر4، نرخ بهره آنی آنی3نرخ بهره پیشرو آنی واژگان کلیدي:
 .8، قیمت بازاری ریسک7منیفلد پایدار ،6نرخ بهره

  

                                                                                                                             
های ترویجی  های کرسی در نشست 92ماه سال اردیبهشت  نهمکه در تاریخ  نرخ بهره تیمبحثی تعیین کننده در حوزه ماه .1

جناب آقای و مسعود درخشان در محل دانشکده اقتصاد دانشگاه علامه طباطبایی در حضور منتقدان محترم جناب آقای دکتر 
 ارائه شد.زاده  دکتر عبدالرحیم بادامچی

 j_mamaghani@atu.ac.ir  -دانشکده اقتصاد دانشگاه علامه طباطبایی کامپیوتر و ریاضی آمار،. عضو هیأت علمی گروه 2

3. Instantaneous forward interest rate 
4. Instantaneous short interest rate  
5. Yield curve  
6. Term structure of interest rates 
7. Stable manifold 
8. Market Price of risk 
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 مقدمهـ 1

های معادلات دیفرانسیل های بازارهای مالی با استفاده از دستگاه مدل سازی پدیده
های توان وجوه اشتراک شاخهآن میتصادفی، فرصت بی همتایی است که با استفاده از 

خوبی تماشا کرد. یکی از نتایج این کار یافتن  مختلف علم اقتصاد و علوم ریاضی را به
ای دارند. هاست که در ریاضیات نیز جایگاه ویژههای بی نظیری از این مدلنمونه

ی و های اقتصادتوان ما را در تحلیل پدیده هاست کهاین مدل ی چند وجهیمطالعه
هایی با بخش دست اندر کاران برای پیدا کردن مدل بخشد و الهامریاضی وسعت می

 شود. تر، در هر دو بعد اقتصادی و ریاضی، میهای عمیقکارآیی بیشتر و ویژگی
ی قرضه در رابطه با نرخ بهره آنی آتی. ابتدا مدلی برای این نرخ رفتار قیمت ورقه. الف

( را با به yield) های بازار منحنی تقریبی ثمر استفاده از دادهکنیم و سپس با انتخاب می
 کاربردن نرم افزارهای موجود به دست آوریم.

 سوال این است که آیا این منحنی و تکرارهای آن با مدل انتخاب شده سازگار است؟ 
ها های تلاطم تصادفی قیمت اختیار. این مدل رفتار لبخند تلاطم با استفاده از مدل. ب

 Stochasticتا رو ) مدل تصادفی آلفا، به ها ترین آن بسیار متنوعاند و یکی از معروف

alpha, beta, rho modelهای  ی گرما، رویه ها با هسته است. این مدل ( هاگان و دیگران
ی متناظر با مدل ی نزدیکی دارند. مثلاً هندسه ی هذلولوی رابطه و به ویژه هندسه ریمن

  -1ی هذلولوی دو بعدی است و لذا انحنای آن عدد ثابت دسهتصادفی هاگان، هن
 است.

 ی در لبخند تلاطم دارد؟تأثیرسوال این است که آیا انحنای فضا 
 -مدل بلک. وجود چگالی هموار برای جواب قوی معادلات دیفرانسیل تصادفی. پ

ن شولز برای قیمت سهام و تابع چگالی فرایند قیمت سهام مثالی معمولی در ای
 خصوص است.

 سوال این است که تحت چه شرایطی چگالی جواب قوی تابعی هموار است؟
های زیر بیضوی وارد های برداری، قضیه هرمندرو عملگرجاست که میدان در این 

حل کرده است، ولی  1991های ریاضی در شوند. البته هرمندر این مسأله را با روش می
متغیرهای تصادفی)مشتق مالیاوین( موجب شد درهای حل آن با استفاده از مفهوم مشتق 

هایی جدید برای قیمت گذاری  جدیدی بروی پژوهشگران علوم مالی باز شود و راه
 ادعاهای مشروط به دست آید.
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مقاله  امکان پاسخ به این همه پرسش وجود ندارد. بنابراین تنها   روشن است که در این
 پردازیم. مورتون می ـ  جرو ـ در چارچوب هیث الفبه بررسی  پرسش  مذکور 

به بیان مفاهیم مورد نیاز اختصاص  2بخش تنظیم شده است. بخش  4این مقاله در 
 یافته است.

 متنـ 2

قراردادی است که   با سررسید  صفر کوپنی ی قرضهبنا به تعریف ورقه .1تعریف 
آن پرداخت شود و هیچ پرداخت ی کند در سررسید مبلغ یک دلار به دارندهتضمین می

 دیگری در طول عمر ورقه صورت نگیرد.
کنیم که بازاری بدون اصطکاک از  اوراق قرضه بدون از دست دادن کلیت فرض می

با  ی صفر کوپنصفر کوپن و از هر سررسید مثبتی وجود دارد. قیمت چنین ورقه
وشن است که قیمت اسمی دهیم. رنشان می     را با   در لحظه     سررسید  

 .       ورقه عبارت است از 
 کنیم این مبتنی بر فضای احتمال پالایش شده فرض می. 1 -2

          

 ها )یک میدان سیگمایی( وی پیشامدمجموعه  است، که در آن 
  {  }    

یک میدان سیگمایی است، به        ،ی از آن است، به این معنی که به ازای هراپالایه
     ازای 

         
       

     

 و 
   {   }   

 ی احتمال عینی بازار است.اندازه  است. به علاوه   میدان سیگمایی بر  نیتر کوچک
 فرض کنید 

  {  }    

 فرایند وینر )حرکت براونی( استاندارد یک بعدی باشد که 

  {  }    

 .کند یمرا تولید 
احتمالی است که در متن بازار فعال است و شناخت   کنیم که احتمال عینی توجه می

دقیق و عملیاتی کردن آن کار چندان آسانی نیست. بنابراین باید جایگزینی مناسب برای 
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ی با استفاده از قضیه دآن پیدا کرد. این جایگزین که ممکن است یکتا هم نباش
 آید. گیرسانوف به دست می

ی داده شده باشد و بر بازه     ، ی گیرسانوف: فرض کنید عدد ثابت قضیه .2 -2
 دهید: رسازوار باشد. قرا     تابع         

         { ∫    

 

 

    
 

 
∫       

 

 

} 

 و

  
̅̅ ̅̅     ∫    

 

 

    

 اگر

  ∫            

 

 

}    

 و

        ̅    ∫     

 

      

یک حرکت           ̅ فرایند   ̅ ی احتمال و تحت اندازه       آنگاه 
 ی انتگرالی فوق را به صورت مشتقیبراونی است. رابطه

  ̅

  
   

 است که  ننامند. روشمی   نسبت به   ̅  نیکودیمـ  مشتق ردنرا    نویسند و نیز می
        ̅      

 .معادلاندی مورد بحث ها اندازه نبنابرای

 هاي حاکم بر این بازار عبارتند از:فرضسایر . 2-3

 اعداد حقیقی نامنفی اند. ها خیتار .1
ی صفر کوپن معامله شده وجود پیوستاری از اوراق قرضه  ی در هر لحظه .2

 یک ورقه.       دارد. به ازای هر سررسید 

است که برابر      ،  یحساب بازار پولی وجود دارد که ارزش آن در لحظه .3
در حساب بانکی با نرخ      یسرمایه گذاری یک دلار در لحظه است با

 ی دیفرانسیل جواب معادله   . به عبارت دیگر    ای ی لحظهبهره
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 با شرط اولیه

     
 است. روشن است که 

    ∫     
 

   
 عبارت است از   و   های بنابراین عامل تنزیل بین تاریخ

      
  

  
  ∫     

 

    ∫     
 

    ∫     
 

  

        ت)یک متغیره( فرض کنید مشتقا: لم ایتو . 2-4

  
  ،       

  
         و،   

   
تابع   

 پیوسته باشند و         
                   

 ی ایتو باشد. در این صورت داریمفرایند

         
       

  
   

        

  
    

 

 

         

   
     

  

های ایتو نیز برقرار است. در اینجا لم ایتو برای توابع چند متغیره و دستگاهی از فرایند
 پردازیم.به بیان لم ایتوی دو متغیره می

          ت)دو متغیره( فرض کنید مشتقا: لم ایتو. 2-5

  
  ،         

  
  ،          

   
    ،

         

  
          و   

   
 پیوسته باشند و           تابع  

   

  
                

   

  
                   

 فرایندهای ایتو باشند. در این صورت داریم

           
  

  
 

  

  
   

  

  
    

   

    
       

 

 

   

   
     

 
 

 

   

   
         

  

  
      

  

  
        

 :است   و   ی ندهایفراضریب همبستگی    نکه در آ

  
         

√      √       
  

  شولز در فضای احتمال پالایش شدهـ  بلکقیمت دارایی پایه در مدل  دفراین.  1مثال 

          
 از مدل 

   

  
           



 پردازی های نظریه مجموعه مقالات کرسی  882

 اعداد ثابت هستند. همچنین حساب بانکی از مدل   و     کند، که در آنتبعیت می
   

  
     

 با شرط اولیه
     

 عددی ثابت است.    نکند، که در آتبعیت می
  قیمت تنزیل شده  هکنیم کرا چنان پیدا می ̃ ی احتمال معادل اندازه

  
  

  
یک  

 کنیم که باشد. ابتدا با استفاده از لم ایتوی دو متغیره ملاحظه می ̃ مارتینگل تحت 
   

 

  
                                    

 دهیمبرای این منظور در قضیه گیرسانوف قرار می

  
   

 
 

 میآور یمو به دست 

  
̅̅ ̅̅     ∫

   

 

 

 

      
   

 
   

 بنابراین

   
̅̅ ̅̅      

   

 
   

 ( به 1فرمول )  ̃ ی احتمال اکنون تحت اندازه
   

 

  
      

̅̅ ̅̅                    
  چون .دشوتبدیل می

̅̅ ̅̅   است پس    ̃ حرکتی براونی نسبت به      
ی تحت اندازه  

 یک مارتینگل است.  ̃ احتمال 
 است. ژبازار بدون آربیترادر نتیجه 

 عامل 

  
   

 
 

ی مارتینگل معادل و مارتینگل شدن قیمت تنزیل شده را که موجب پیدایش اندازه
ی در این نکته نهفته است که گذار نامنامیم. علت این می قیمت بازاري ریسکگردید 

  دینامیک قیمت دارایی تحت حرکت براونی 
̅̅   عبارت است از ̅̅

   

  
         ̅  

کنیم که وقتی حساب بانکی به عنوان واحد قیمت گذاری در نظر گرفته ملاحظه می
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 حساب بانکی.   ی بدون ریسک با نرخ بهره شود یم برابر لی حاصشود، رانش معادله
قیمت اختیار خرید اروپایی یک سهم از دارایی مذکور باشد. در این   کنیم فرض می

 از معادله دیفرانسیل  ̃ ی مارتینگل صورت قیمت این اختیار تحت اندازه
  

  
 

  

 
  

   

   
   

  

  
                        

 کندتبعیت می 

 مفاهیم مربوط به اوراق قرضه ـ3

 هاي بهرهخقیمت ورقه و نر .3-1

به صورت یک         ی واقعی شولز قیمت سهم را در بازه-بلکدیدیم که مدل 
    کند. به عبارت دیگر قیمت ی دیفرانسیل تصادفی با شرط اولیه بیان میمعادله

 است.  متغیری تصادفی یک پارامتری با پارامتر 
 ،  مجموعه  ω    در نتیجه به ازای هر

{  (ω)     } 
 یک منحنی تصادفی است.   یک منحنی است. بنابراین فرایند 

 ها متیقهای اوراق قرضه برقرار نیست. در واقع این این وضع، اما در مورد قیمت
، و پارامتر دوم   ی تصادفی دو پارامتری هستند. پارامتر اول زمان واقعی، رهایمتغ

        ی در لحظه  سید ، است. بنابراین قیمت ورقه با سرر  سررسید ورقه، 
     . در نتیجه فرایند        دهیم. روشن است که بنابه تعریف نشان می      را با 

 خط  ی تصادفی است و نیمیک رویه
                

ی تصادفی و بنابراین فرایند کنیم این رویهفرض می همه جا بر آن واقع است. باًیتقر
پذیر است. البته این نسبت به هر دو پرامتر مشتق مثلاًبقدر کافی هموار باشد.       

فرض چندان واقع بینانه نیست. با این حال با توجه به این که توابع پیوسته بر بازه های 
ها( با هر دقتی تقریب زد، ایتوان با توابع هموار )چند جملهبسته و کراندار  را می

که در این شرط همواری و       هم نیست. یکی از انتخاب های ای فرض بی پشتوانه
 کند عبارت است از:صدق می         نیز شرط

       ∫       
 

                           

تعیین    ی است که در لحظه    ،  ی پیشرو آنی برای زمان نرخ بهره     که در آن 
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 شده است.
به نرخ بهره پیشرو آنی بستگی تام دارد      کنیم که ( ملاحظه می1فرمول )با توجه به 

گذارد. از این فرمول به ویژه می     ی مستقیم بر رفتار تأثیر     و انتخاب مدل برای 
 نتیجه می شود که 

         ∫        

 

 

 

 بنابراین داریم 

      
        

  
                               

همه جا به وسیله  باًیتقرای تصادفی است که در نتیجه نرخ بهره پیشرو آنی نیز رویه
ای که الان ی آنی آنی، نرخ بهرهشود. به ویژه نرخ بهرهقیمت ورقه قرضه مشخص می

 شود، عبارت است از برای الان تعیین می
                                  

 ی آنی آنی یک منحنی تصادفی است.کنیم که نرخ بهرهمیملاحظه 
روش استانداردی  رمشکل است زیرا برای این کا نسبتاًی قرضه مدل سازی قیمت ورقه

     دهیم که برای های برون زایی انجام میبا استفاده از مدل اوجود ندارد. ما این کار ر
 گیریم.در نظر می   و 

 کنیم. سی زیر را مطرح میپرسشی اسا نبنابرای
ی دیفرانسیل تصادفی معادله تبه صور    ،     ،    یک از   راگر مدل ه. پرسش

 دهد؟ داده شده باشد، کدام مدل دو دیگر را نتیجه می
 ی زیر پیدا کرد.توان در قضیهپاسخ نسبی این پرسش را می

 .(Bjork 2009, pp354). 1ی قضیه

ی مذکور های بهرهی بین قیمت ورقه و نرخی بحثی در خصوص رابطهبا این حال ارایه
 آموزنده است.

 هاي نرخ بهره آني آنيمدل .3-2

ی آنی کنند نرخ بهرهتعیین می  ی برای لحظه   ای را که در لحظه. نرخ بهره1تعریف 
 نامیم. آنی می

امیک آن را تحت شرایط دین ،شودی تجاری معامله نمیقراردادهاچون این نرخ بهره در 
انتخاب کرد. با این حال  دلخواه بهتوان زا میبه صورت برون ژعدم وجود آربیترا



 883   های بهره هندسه نرخ

 فرایند انتشار ایتوی  مثلاًی شناخته شده ها مدلاز  معمولاً
                                             

 یا فرایند ایتوی 
                                         

 کنند. استفاده می
 دهد.ها را نشان میاین مدل ز. تعدادی ا1جدول 

 آني متداولي آنيهاي نرخ بهرهمدل .1جدول 

 ردیف عنوان معادله SDE هاي ضرایبویژگي

 1 مدل وسیچک                  d       ثابت و   

 2 راس -اینگرسول -کاکس      √              d       ثابت

 3 دوتان                d    ثابت 

 d                      4 توی -درمن – بلک 

 5 لی -هو                d ثابت   

       
d                    
        

 9 )تعمیم وسیچک(وایت  -هال

       
d                    
    √      

 وایت  -هال
 را( -این -)تعمیم کا

1 

d ثابت                           
       

 8 

 9 (1981سوارتس) -برنان                    d ثابت      

            d ثابت      
 
      

 
ی قرضه را ی ریسک خنثی قیمت ورقهآنی تحت اندازهدینامیک نرخ بهره آنی. 1قضیه 
 کند.مشخص می کاملاً
بتدا مدلی برای قیمت ورقه مشابه مدل قیمت ا. مگیری( را در نظر می5مدل ). برهان

های با توجه به ویژگیین کار ا .میآور یمشولز به دست  -بلکاختیار خرید اروپایی 
دارایی معامله شدنی نیست. به     مثلاًقابل انجام نیست.  ماًیمستقآنی ی آنینرخ بهره

 ریسک های اوراق را پوشش داد.     توان با استفاده از  عبارت دیگر نمی
به ازای عدد . کنیماستفاده می 2جایی که ممکن است از روش بخش  ابا این حال ت

 دهیم قرار می   تثبثابت و م
              

  میآور یمو با استفاده از لم ایتو به دست 
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 که در آن 

         
  

  
 

  

  
        

 

 

   

   
         

 و

         
  

  
         

دهیم سبدی تشکیل می لرا به دست آوردیم. حا       ( حاکم بر رفتار 9ای )معادله
        خریم( و ارزش ) می   متشکل از یک ورقه با سررسید 

با  ورقه Δو   
        فروشیم( و ارزش )می     سررسید 

 . بنابراین ارزش سبد برابر است با  
Π         

  Δ     
                      

 بنابراین و از روابط فوق داریم
 Π             

 های طرف چپ را از روابط متناظر دیفرانسیل

 Π             𝛥              [          Δ         ]    

      
 دهیم قرار می

𝛥  
         

         
 

 میآور یمکنیم و به دست ی ریسک دار را حذف میو جمله
 Π             𝛥                   

 دهیم تا به دست آوریم( محاسبه و در این معادله قرار می1ی )را از معادله  ی جمله
 Π             𝛥                Π    𝛥      

 مشابه رفتار سرمایه در بازار پولی است و لذا  𝛱کنیم که رفتار  ملاحظه می
 𝛱   𝛱   

 میآور یمی اخیر به دست ی دو رابطهاز مقایسه

[          
         

         
         ]     [    

         

         
  ]      

 ی کنیم و رابطهرا در این رابطه جدا می 2و  1های اندیس
 

         
[               

 

         
               ] 

 نسبت  نبنابرای
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 نامیم و با می قیمت بازاري ریسکاین عدد را  .تاس  مستقل از 

       
 

        
              

دهیم و را در این معادله قرار می          و         دهیم. اکنون مقادیر نشان می
 را به صورت    ی دیفرانسیل حاکم بر معادله

  

  
 (                     )

  

  
 

 

 

   

   
                      

تعیین  کاملاًی قرضه وقتی کنیم که قیمت ورقهملاحظه می هبا توجه به این معادل
 مثلاًمشخص شوند. اگر         و             ،       شود که ضرایب  می

 تتنها کافیس ،داده شده باشد اهمیتی ندارد که دو ضریب دیگر داده شوند        
دیدیم  2داده شود. اما مطابق آنچه که در بخش                        ی جمله

ی ریسک خنثی است و چون ضریب این جمله، رانش مدل نرخ بهره نسبت به اندازه
با توجه به فرض اثبات  ،ی احتمالی یکی استنرخ بهره نسبت به هر اندازه انتشار مدل
 تمام است.

تر از آن است. شولز برای قیمت اختیار خرید و کلیـ  بلکی ( مشابه معادله8معادله )
( همراه با 8اما معادله ) ،شولز با انتخاب شرایط اولیه جواب یکتایی داردـ  بلکی معادله

  بستگی دارند.   جواب دارد که به انتخاب  تیها نیبهر شرط اولیه 
 ( را در فضای احتمال  8ی )تذکر این نکته حایز اهمیت بسیاری است که معادله
          

را در        ی احتمال ریسک خنثی،  ایم. برای به دست آوردن اندازهبه دست آورده
 . میآور یمرا به دست  ̅ ی احتمال معادل  دهیم و اندازهی گیرسانوف قرار میقضیه

اگر چه این مدل سازی بسیار پراهمیت و جذاب است اما قبل از اقدام به استفاده از 
ی قرضه باید به این سوال اساسی مدل، خواه مدل نرخ بهره و خواه مدل قیمت ورقه

 پاسخ داده شود که 

 اند؟ ي احتمال انتخاب شدههآني بر اساس کدام اندازي آنيسوال. ضرایب نرخ بهره

. باشند شدهی احتمال ریسک خنثی انتخاب فرض کنید این ضرایب بر اساس اندازه
ی احتمال عینی است. آید این است که مشاهدات ما مبتنی بر اندازهمشکلی که پیش می

رد توان برای براوهای آماری استاندارد از این مشاهدات نمیبنابراین با استفاده از روش
کنیم که ضریب انتشار آنی استفاده کرد. توجه میی آنیِضریب رانش مدل نرخ بهره

 ی گوناگون ناورد است. ها احتمالنسبت به 
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 رروش وارون سازي منحني ثم آنی ازی آنیبرای براورد ضریب رانش نرخ بهره
 .کنیماستفاده می

 روش وارون سازي منحني ثمر.  

 مورتونـ  جروـ  طرح هیث پیشرو آنيهاي نرخ بهره مدل .3-3

 در معادله   ی احتمال ی پیشرو آنی تحت اندازهنرخ بهره   یفرض کنید در لحظه

          ∫       

 

 

   ∫       

 

 

                  

 ییا به صورت دیفرانسیلی در معادله
                                           

پارامتری شده    فرایندهایی سازوارند که با          و         صدق کند که در آن 
 تصادفی اسکالر بینهایت بعدی است. ت( دستگاهی از معادلا1بنابراین ) .دان

   لی احتمای پیشرو آنی تحت اندازهنرخ بهره     کنیم برای . فرض می2 قضیه
باشد. در این  ژکنیم بازار بدون آربیتراصدق کند. همچنین فرض می( 1ی )در معادله

 وجود دارد که   مستقل از       صورت فرایند سازوار 

               [∫       

 

 

       ]  

 اگر  ای

         ∫        

 

 

   

 آنگاه

     
                       

       
 

 
 ی در معادله      برهان. به جای    

         ∫      

 

 

 

 میآور یمدهیم و به دست قرار می( 9ی )از معادله
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         ∫       

 

 

  ∫      ∫       

 

 

   ∫       

 

 

      

 

 

 

 بنابر لم ایتو داریم

         (      ∫       

 

 

   ∫       

 

 

    )  

 ∫                         
 

 

       ∫          
 

 

     ∫              

 

 

 
 دهیمقرار می

  
        ∫          

 

 

     
        ∫          

 

 

 

 میآور یمو به دست 
                

             
                            

 میآور یمو به دست            و            دهیم ایتو قرار میحال در فرمول 

         ∫       
 

 

 (  ∫       
 

 )   ∫       

 

 

 

 
 

 
(  ∫       

 

 )     ∫       

 

 

    

 های ( و فرمول8( و )1های )را با استفاده از فرمول هاین رابط
                       

     

 نویسیمبه صورت زیر می

          {        
             

            
 

 
(  

      )
 
  } 

     {(       
       

 

 
(  

      )
 
)      

         }          

 
ها )اگر مدل گذاری دارایی متیقی بنیادی اول چون بازار بدون آربیتراژ است، از قضیه

-، نتیجه می(دآی بازار احتمالی ریسک خنثی بپذیرد، در آن فرصت آربیتراژ به وجود نمی

ی احتمال ریسک باید اندازه گیریم که برای تضمین عدم وجود آربیتراژ در بازار
 ی قرضه، یعنیی ورقهپیدا کنیم که نسبت به آن قیمت تنزیل شده Qای مانند خنثی
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            ∫       
 
                

 یک مارتینگل باشد. با توجه به 
                   

 ( داریم9ی )رابطه
                                     

         {(    
       

 

 
(  

      )
 
)    

         } 

 ی داخل آکولاد را به صورت ی گیرسانوف جملهحال با استفاده از قضیه
   

                   
 نویسیم. برای این منظور با تبدیل می

  ̃  ∫       
 

 

    

ی را به اندازه  ی احتمال و اندازه ̃  را به حرکت براونی      ابتدا حرکت براونی  
  میآور یم تهای جدید به دسکنیم و با این دادهتبدیل می    لاحتما

                     
        ̃ 

 ریسک خنثی است(.   ) تمارتینگل اس  تحت          بنابراین 
 حال از برابری 

(    
       

 

 
(  

      )
 
)    

         

    
                   

 میآور یمبه دست 

    
       

 

 
(  

      )
 

    
                         

-می ي بازاري ریسکمعادله  سررسید ثابت و مثبت  ااظر است باین معادله را که متن

      نامیم. فرایند یکتای 
( با توجه به 11ی )حال از معادله. نامیممی قیمت بازاري ریسکرا  همتناظر با این معادل

  های تعریف
  و        

 .اید. اثبات کامل استمیبه دست        فرایند       

 . )ثمر تا سررسید( 1تعریف 

  فرایند سازوار

        
 

   
  (    )                              

 نامیم. این رابطه را به صورت می  ی صفر کوپن با سررسید ورقه ثمر تا سررسیدرا 
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ای است که تنزیل قیمت ورقه در نرخ بهره       دهد که نشان می میسینو یم

 دهد. از این رو تابع قیمت ورقه را در این لحظه به دست می  سررسید به زمان 
       

 کنیم که ( ملاحظه می1ی ). همچنین با توجه به رابطهنامیممی تابع تنزیلرا 

       
 

   
∫       

 

 

 

  .تی پیشرو آنی اسمیانگین نرخ بهرهبنابراین ثمر تا سررسید 
 های بهره( تابع اختار زمانی نرخس). 2تعریف 

                                                

 .نامیمهای بهره یا منحنی ثمر میرا ساختار زمانی نرخ
 بین فرایندهای     ت( روشن است که به ازای هر زمان ثاب4ی )با توجه به رابطه 

تناظری یک به یک وجود دارد.        و فرایند های ثمر تا سررسید      قیمت 
توان های بهره شناخته شود فرایند قیمت را میبنابراین اگر به نحوی ساختار زمانی نرخ

 ( به دست آورد. 5با استفاده از رابطه )
های چند ابزار نرخ قیمتهای بهره با مشاهده و با استفاده از زمانی نرخ ساختارعمل  رد

ها به ی خزانه، معاوضات و آتیی معامله شده، مانند اسناد خزانه، اوراق قرضهبهره
ی بازاری آن روز به دست ها متیقی  لهیوس بهاید. منحنی ثمر در هر روز دست می

آید. شکل این منحنی ممکن است صعودی، مسطح، نزولی و حتی قوسی باشد. می
 مه کاملاًاست که تغییرات ثمرهایی که سررسیدهای متفاوت دارند  تجربه نشان داده

های بهره طولانی مدت ی آنی آنی بیشتر از نرخهای بهرهبسته نیستند. همچنین نرخ
های ثمر ساختار توان با استفاده از شکل انواع تلاطمنوسان دارند. این پدیده را می

 زمانی که شیب نزولی دارد تبیین کرد. 
دهند که ساختن مدل قابل اعتمادی برای رفتار تصادفی ساختار ها نشان مییژگیاین و

  [M,266] .ای برخوردار استهای بهره از پیچیدگی قابل ملاحظهزمانی نرخ

 هندسه  ـ4

ای برخوردارند. دو دسته منحنی تصادفی از اهمیت ویژه      ی تصادفی  بر رویه
به   های و متغیر گرفتن سررسید   ناز ثابت گرفتهایی هستند که ی اول منحنیدسته

 عبارت است از:     ایند. یک منحنی تصادفی از این نوع به ازای دست می
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ی نزدیک به هم قبل از دو لحظه               ،         فرض کنید
 سررسید باشند. در این صورت 

      
       

        
       

  
                     

است. بنابراین عنوان یک منحنی          ی زمانی کوچک ی بازده ورقه در بازهاندازه
کنیم که منحنی ثمر یک منحنی تصادفی است و با است. توجه می      ی ثمر برازنده

 یابد. تغییر می   و  ω    تغییر 
 .شوند یمحاصل   هایی هستند که از فرض ثابت بودن سررسید دسته دوم منحنی
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