
‏1یبند‏صف‏یها‏در‏مدل‏یساز‏نهیبه

2راد‏دكتر‏محمدرضا‏صالحی  

‏چكیده

ی مؤثر بودن، مانند میانگین ا اندازهبر اساس  معمولاًی صف بندی ها مدلبهینه سازی در 
ی اشتغال )و یا  دورهتعداد در سامانه، میانگین زمان انتظار متقاضیان در سامانه، میانگین 

. اما برای به دست آوردن این ردیگ یمو غیره انجام  ها دهندهی بیکاری( سرویس  دوره
ی ها عیتوزلازم است که متغیرهای موجود در مدل شناسایی شوند. سپس  ها اندازه

 معمولاًدارای پارامترهایی هستند که  ها عیتوزاحتمال این متغیرها را به دست آوریم. این 
ی مؤثر بودن نیازمند براورد ا اندازه. بنابراین برای بهینه سازی بر اساس باشند یمنامعلوم 

این ر ی مورد نظر معلوم نیستند. دها عیتوزبرخی موارد ر این پارامترها هستیم. البته د
به تحلیل  ها آنپس از براورد پارامترهای و تقریب کرده ا ر ها عیتوزحالت ابتدا باید این 

 ازیم. و بهینه سازی مدل بپرد
 نظر گرفته ور پایا د را در حالت M/G/1و M/M/cمدل صف بندی و تحقیق، د در این

 .  میکن یممدل اول را بررسی ر با یک مثال شیوه بهینه سازی د
، توزیع MCMCی ها روش، M/G/1، مدل صفM/M/cمدل صف  های‏كلیدی:واژه

 ی مؤثر بودن، حالت پایا.ها اندازهگامای آمیخته، 
 .MSC: 62F15, 60K2 بندی‏طبقه
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‏مقدمه‏ـ‏1

فرایندهای تصادفی است که هم از و ی احتمال ها شاخهی صف بندی یکی از  هینظر
دیگر  آمار و علوملحاظ کاربردی و هم از لحاظ نظری مورد علاقه بسیاری از محققین 

خدماتی را به متقاضیان  ها آنکه در  پردازد یمیی ها سامانهبه بررسی  ها مدل. این باشد یم
، چگونگی سرویس دهی به متقاضیان ها مدل. یکی از اهداف مهم در این دهند یمارایه 

 است به طوری که این سرویس به شکل بهینه ارایه گردد. 
ی مؤثر بودن، انجام ا اندازهبر اساس  معمولاًی صف بندی ها مدلبهینه سازی در 

حالت اول، ر . دافتد یمحالت اتفاق و د ها دازهان. برای به دست آوردن این ردیگ یم
این حالت، پارامترهای ر . دمعلوماندی سرویس ها و زمانی بین ورود ها زمانی ها عیتوز

ی کلاسیک  . براورد این پارامترها به یکی از دو شیوهمیکن یمنامعلوم در مدل را براورد 
این ر نامعلوم )کلی( هستند. دی فوق ها عیتوزحالت دوم، ر . دردیگ یمیا بیزی انجام 

 تقریب کرده، سپس پارامترهای مدل را براورد کنیم. ا ر ها عیتوزحالت، ابتدا باید این 

که پارامترها  شود یمفرض  معمولاًی صف بندی، ها مدلی کلاسیک برای ها روشدر 
دل مقادیر ثابتی هستند اما، نامعلوم. پس از براورد این پارامترها به بهینه سازی م

ی بیزی پارامترها را متغیرهای تصادفی در نظر گرفته وبا انتخاب  وهیر ش. اما دمیپرداز یم
، دیآ یمی که از جامعه به دست ا نمونه، و همچنین ها آنی پیشین مناسب برای ها عیتوز

تابع چگالی پسین پارامترها را به دست آورده و به کمک آن براوردهای بیزی را پیدا 
 . میکن یماساس این براوردها مدل را بهینه ر ب. سپس میکن یم

. باشند یمی ندارند و یا غیر قابل محاسبه ا بستهی پسین فرم ها یچگالبعضی مواقع تابع 
ی شبیه سازی، مانند ها روشاز  ی پسینها یچگالبرای تقریب تابع  در این صورت
و  2متروپولیسی نمونه گیری ها روشکه شامل 1 (MCMC)کارلو  مونتزنجیر مارکوف 
 . میکن یمو غیره است، استفاده  3نمونه گیری گیبز

سرویس و یا هردو کلی ا ی بین ورود یها زمانی ها عیتوزی صف بندی که ها مدلبرای 
به کار برد. همچنین جین و ا (، روش تقریب انتشار ر1191)ن هستند، اولین بار هیم

تقریب کردند. البته در این ا ر ها عیتوزن استفاده از یک فرایند براونی ایا (، ب2222)و رائ

                                                                                                                             
1. Markov Chain Monte Carlo    
2. Metropolis  
3. Gibbs  
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 استفاده کرد.  توان یمی ناپارامتری نیز ها روشزمینه از 
گردد.  بر می 1192ی صف بندی به اوایل دهه ها سامانهی بیزی در ها روشاستفاده از 

فی با یک سرویس ومارک بندی یک مدل صف( 1192)ن و همکارا 1اولین بار باگچی
را با روش بیزی  انهمای آن نرخ سرویس بهینه و ظرفیت ساگرفته و بردهنده را در نظر 

 ی به دست آمده،ها فرمولپیچیده بودن روابط و به دلیل  1112در دهه اما  ورد کردند.ابر

کارهای انجام شده در این  نیتر شبیه سازی رواج پیدا کرد. مهم یها استفاده از روش
 را‏M/G/1یک مدل( a1111) و همکاران 3وزری .استو همکارانش  2کارهای ویپر ،دهه
M و تحت روش سنتی و به کمک دو مدل ندنظر گرفت در / Er و 1/

k
M / H این مدل  ،1/

 و دند. ریوزشبیه سازی مورد بررسی قرار دا یها روشبا استفاده از از دیدگاه بیزی  را

و توزیع زمان سرویس را در نظر گرفتند  M/G/1مدل همچنین یک ( b1111) همکاران
. ندو آن را با روش سنتی مقایسه کرد هرا از طریق توزیع گامای آمیخته تقریب زد

 ارلنگتوزیع زمان سرویس را با توزیع  M/G/1در مدل  ،(2224و همکاران )آوسین 
لیس بازگشت پذیر ونمونه گیری متروپ کمکآمیخته تقریب زده و پارامترهای مدل را با 

( در ادامه تحقیقات قبلی خود، یک مدل صف 2229آوسین و همکاران ) .براورد کردند
را مورد بررسی قرار  باشد یم M/G/1نسبت به مدل  تر یکلکه یک مدل  GI/G/1بندی 
 دادند. 

ی فراوانی انجام گرفته ها یبررسی صف بندی، ها ر مدلی بهینه سازی د مسئلهمورد ر د
در برخی و ی ورود و سرویس ها نرخاساس ر بهینه سازی ب ها آنبعضی از  راست. د
و سامانه انجام شده است. برای مثال، سرفوزر ی مؤثر بودن دها اندازهاساس ر دیگر ب

را بر تعریف یک تابع هزینه مناسب، بهینه سازی ا ، بM/M/1یک مدلر (، د1111)
این ر هی انجام داده است. ما دسرویس دو ی ورود متقاضیان ها نرخانتخاب  اساس

سرویس د تعدااساس ر بمناسب، ه با تعریف یک تابع هزینمقاله بهینه سازی را 
 . میده یمی بهینه انجام ها دهنده

به توصیف چگونگی براورد در مدل صف بندی  2مقاله، ابتدا در بخش  در ادامه این
M/M/1 مدل  3بخش ر . سپس دمیپرداز یمM/G/1  مورد بررسی قرار از دیدگاه بیزی

را به کمک توزیع گامای ق این بخش، توزیع زمان سرویس برای مدل فور . دمیده یم

                                                                                                                             
1. Bagchi 
2. Wipar 
3. Rios 
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. سپس با میکن یمی بیزی، پارامترهای مدل را براورد ها روشآمیخته تقریب زده و از 
. میکن یمی مؤثر بودن برای این مدل را محاسبه ها اندازهاستفاده از نتایج به دست آمده، 

رایه ا M/G/1ل همچنین، براورد تابع احتمال اندازه سامانه در حالت پایا را برای مد
ه نظر گرفته و با تعریف یک تابع هزینر را د M/M/cیک مدل  4بخش ر . دمیده یم

ا ، ب1بخش ر . دمیکن یمپیدا ا ی بهینه برای این مدل رها دهندهسرویس د مناسب، تعدا
 . میبر یمبه پایان ا ریک نتیجه گیری مقاله 

‏‏M/M/1ل‏مدـ‏2
ی ورود و ها عیتوزاریم که د M/M/1ه فرض کنید یک مدل صف بندی مارکوفی ساد

است که در آن  M/M/cخروج از هم مستقل باشند. این مدل حالت خاصی از مدل 
از  anی به حجم ا نمونه، برابر یک است. فرض کنید c، ها دهندهتعداد سرویس 

ی بین دو ورود متقاضیان به صورت ها زمان na
t t , t ,..., t 1 داشته باشیم که در آن  2

 snی به حجم ا نمونهفرض کنید ، است. همچنین نمایی با پارامتر  ها زمانتوزیع این 
ی سرویس به صورت ها زماناز  ns

s s ,s ,...,s 1 2
داشته باشیم که در آن توزیع این  

ی بین ورود به ها زمان میکن یماینجا فرض ر است. د نیز نمایی با پارامتر ها زمان
 . مستقلندی سرویس از یکدیگر ها و زمانسامانه 

نمایی و بیزی  حداکثر درستهای  سی براوردی بالا به بررها حیتوضحال با توجه به 
 . میپرداز یم M/M/1پارمترهای مدل

‏درستنماییر‏.‏براورد‏حداكث1ـ2

ی بالا، تابع درستنمایی برای این سامانه صف بندی به صورت زیر ها فرضبا توجه به 
 است
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پارامترهای مدل را با استفاده از  میتوان یمهستند. حال  

ر تابع درستنمایی داده شده دز براورد کنیم. برای این منظور، ای روش حداکثر درستنمای
 (، داریم 1)
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ML  
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S

1

S

nˆ s
ML  

ی مؤثر بودن در سامانه را به دست آوریم. ها هاندازبه کمک این براوردها  میتوان یمحال 
از رابطه  M/M/1شدت ترافیک در مدل  میدان یمبرای مثال، 

 


. با شود یممحاسبه  
 ، خواهیم داشت در  و  قرار دادن براوردهای حداکثر درستنمایی پارامترهای 

T

S
ˆ

ML  

‏.‏براورد‏بیزی‏2-2

یک  توزیع پیشین روی  میکن یم، فرض M/M/1برای براورد بیزی پارامترهای مدل 
)(),(توزیع گاما به صورت   آن ر باشد که د وآنگاه توزیع معلومند .

 ه صورت زیر است ب پسین 

)T,n()t|( a  
naآن ر که د

i
i

T t



1

، عبارت است. حال تحت تابع زیان درجه دوم خطا، براورد بیز 

 است از






T

n
)t|(Eˆ a

Bayes 

توزیع پیشین روی  میکن یمفرض ، ، همچنین، برای براورد بیزی نرخ سرویس دهی
  یک توزیع گاما به صورت),()(  آن ر باشد که د وآنگاه معلوماند .

 ه صورت زیر است ب توزیع پسین 
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  دیآ یمبه صورت زیر به دست  همچنین، براورد بیز 
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 . میکن یمرا بررسی  M/G/1بخش بعد مدل ر د
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‏‏M/G/1ل‏مد.‏2‏

مناسبی دارد و براوردهای بیز و ، توزیع پسین پارامترها فرم بسته M/M/1مدل ر د 
ی پسین فرم ها یچگال. اما، بعضی مواقع تابع ندیآ یمپارامترها به راحتی به دست 

اشاره  قبلاًاین صورت، همان طور که ر . دباشند یمیا غیرقابل محاسبه و ی ندارند ا بسته
که  MCMCی شبیه سازی، مانند ها روشاز  ی پسینها یچگالشد، برای تقریب تابع 

و غیره است، استفاده   2و نمونه گیری گیبز 1ی نمونه گیری متروپولیسها روششامل 
ی ها زماناین مدل، چون توزیع ر . ددیآ یمپیش  M/G/1مسئله درمدل. این میکن یم

لذا، ابتدا توزیع زمان سرویس را تقریب زده، سپس با  باشند یمسرویس کلی و نامعلوم 
ی مؤثر بودن و تابع ها اندازهی پیشین مناسب برای پارامترهای مدل، ها عیتوزانتخاب 

(، 1-3برای این منظور، ابتدا در بخش ). میکن یماحتمال اندازه سامانه را براورد 
را از  M/G/1ی سنتی برای تقریب توزیع زمان سرویس در مدل صف بندی ها روش

(، تقریب توزیع زمان 2-3بخش )ر . سپس دمیده یمدیدگاه بیزی مورد بررسی قرار 
 . میده یمسرویس با گامای آمیخته را ارایه 

‏از‏دیدگاه‏بیزی‏M/G/1.‏بررسی‏روش‏سنتی‏برای‏مدل‏3-1

بر اساس M/G/1 ی سنتی، تقریب توزیع زمان سرویس در مدل صف بندی ها روشدر 
گیرد.  ، انجام میشود یمی سرویس محاسبه ها زمان(، که از CVضریب تغییرات نمونه )

توزیع ارلنگ استفاده  از از یک باشد تر کوچکدر این روش اگر مقدار ضریب تغییرات 
را به کار  3توزیع ابر نمایی از یک باشد تر بزرگضریب تغییرات . اگر مقدار میکن یم
توزیع نمایی مناسب است.  مقدار ضریب تغییرات نزدیک یک باشد،و اگر  میبر یم

Mی فوق را به ترتیب با ها مدل / Er /1 ،
k

M / H  .میده یمنشان   M/M/1و  1/
که در آن توزیع ورود و خروج هر دو نمایی  M/M/1برای حالت سوم یعنی مدل 

(، این مدل را به طور کامل مورد 1114)ن آرمرو و همکارا و( 1114)و هستند، آرمر
است بنابراین  M/Er/1. از آنجایی که این مدل حالت خاصی از مدل اند دادهبررسی قرار 

 .میده یمدر ادامه دو مدل دیگر را مورد بررسی قرار 
 

                                                                                                                             
Metropolis 1. 

2. Gibbs  
3. Hyper exponential  
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‏.‏توزیع‏زمان‏سرویس‏ارلنگ3-2

و  ی سرویس دارای توزیع ارلنگ با پارامترهای ها زمان میکن یمدر این حالت فرض 
kبه صورت زیر باشد ، 
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 به صورت  kو  پارامترهای  توأمکه توزیع پیشین  میکن یمهمچنین فرض 

 
 

s s s

s

k k 1 kk 1

s
k e

f ,k , R ,k N
k

    





 
   


 

sباشد که در آن
N    و

s s
, R    همچنین فرض  ی معلومی هستند.ها ثابت

دارای توزیع گاما به صورت  kبه شرط   میکن یم s s
k k, k    .در این  است

 به صورت  kصورت توزیع احتمال پارامتر 

 
 

  s s

k 1

s s

s

k
P k

k



 

   
  

  

 

به راحتی به  نسبت به  kو   تمامخواهد بود که با انتگرال گیری از تابع چگالی 
 . دیآ یمدست 

 M/M/1باشد آنگاه مدل صف بندی، یک مدل صف  k=1قابل ذکر است که اگر 
ی به ا فاصلهدر  kمقدار بی نهایت را اختیار کند، یعنی  تواند ینم kو همچنین باشد یم

max صورت
1 k k   همچنین اگر  .ردیگ یممقدارs

1   وs s
    باشند در این

ی ها عیتوز. توجه کنید که داریم kبرای  1صورت یک توزیع پیشین نا آگاهی بخش
 ی پیشین مزدوج هستند. ها عیتوزپیشین تعیین شده در بالا، 

 ی سرویس به صورت زیر استها زمانبا توجه به توضیحات بالا، تابع درستنمایی 

 
 

 
 

sn
k

k 1

s s

k
L ,k s T exp t k

k 1 !


 
    
 
 

 

sکه در آن 
n ،تعداد مشاهدات زمان سرویسs

t مجموع وs
T   ی ها زمانحاصل ضرب

 . میده یمرا ارایه  kو   تمام. حال در نتیجه زیر، توزیع پسین باشند یمسرویس 
 برابر است با  kو  با توجه به توضیحات بالا، تابع چگالی پسین توأم  :1نتیجه‏

                                                                                                                             
1. Non-Informative prior 
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 
       

 

s s s s s

s s

k 1 n k n k 1 s k

s s

n

T k e
f ,k s

k

         

 

 
 


 

در ادامه توزیع زمان سرویس را ابرنمایی در نظر گرفته و مدل حاصل را مورد بررسی 
 .میده یمقرار 

‏توزیع‏زمان‏سرویس‏ابرنمایی‏.3-3

 توزیع نمایی به صورت زیر است  kتوزیع زمان سرویس ترکیبی از  میکن یمفرض 

  1 k

i

s s

1 1 k k

k
s

i i

i 1

f s q e ... q e

q e

 





     

 
 

که در آن  1 1 k k
q , ;...;q ,    ،i

q 1  وi
q 0  برای ،i 1,...,k .هستند ، 

 میریگ یمی پیشین را به صورت زیر در نظر ها عیتوزحال 

 i i i
a ,b ; i 1,...,k    

 دارای توزیع دریکله به صورت زیر است    میکن یمفرض  qو برای بردار 

 1 k
q D ,...,    

0 که در آن
i

 برای ،i 1,...,k  ،باشند یم . 
توجه به توزیع زمان سرویس ارایه شده و برای راحتی محاسبات برای هر ا همچنین ب

j
s  که همان مشاهده(j  بردار متغیرهای کمکی باشد یمام از زمان سرویس )

 j 1j kj
z z ,...,z  میکن یمرا به صورت زیر تعریف 

 j k 1 k
z q, 1;q ,...,q   

kکه در آن علامت 
 ی و ا جمله، نشان دهنده توزیع چند 1,0jiz برای ،

i 1,...,k  و
k

ij
i 1

z 1


  در دو نتیجه بعد، توزیع  ی بالاها فرضاست. حال با توجه به

شرطی 
j j

s z ,q,  ی پسین پارامترهای ها عیتوزو همچنین  وq  میده یمرا ارایه . 
ی بالا، برای متغیر ها فرضبا توجه به  :2نتیجه‏

j
s  داریم 

 j j j
s z ,q, xp    

 ی پسین به صورت زیر هستندها عیتوزتحت شرایط بالا،  :‏3نتیجه‏

الف(                            
1 j k j

i j i j

s s

1 1 k k
j j k k ks s

i i i ii 1 i 1

q e q e
z s ,q, 1; ,...,

q e q e

 

 

 

  
  
    
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sبرای 
j 1,...,n . 

ب(                                                  
s sn n

j j ji j ji i

i 1 i 1

s,z a z ,b z s
 

 
     

 
  

jبرای  1,..., k . 

sج(                                                  sn n

1 1i k ki

i 1 i 1

q s,z D z ,..., z
 

 
     

 
  

شبیه ی ها روشو با استفاده از  ی پسین به دست آمدهها یچگالحال با توجه به تابع 
ی پسین فوق، شبیه سازی ها عیتوزیک نمونه از  ،کارلو مونتسازی زنجیر مارکوف 

 . برای این منظور، اگر میکن یم    i i
q ,  و      

s

i i i

1 n
z z ,..., z   به ترتیب نشان دهنده

ند، آنگاه مراحل انجام الگوریتم تکرار باش امین iپارامترها و متغیرهای کمکی برای 
 نمونه گیری گیبز به صورت زیر است:

با مقدار دلخواه i=0برای  (1      0 0 0
q , ,z میکن یم، شروع، 

 میکن یمسپس مراحل زیر را تا زمان همگرایی نمونه تکرار 
2)      i 1 i i

j j j
z z t ,q ,


   برای ،s

j 1,...,n میکن یم، را تولید، 

3)    i 1i 1
q q t,z


  میکن یمرا تولید، 

4)    i 1i 1

j j
t,z


   برای ،j 1,..., k میکن یم، را تولید، 

 ( برمی گردیم.2و به مرحله ) i = i+1 میده یمقرار  (1

اساس ر . اما برسد یمبار، به همگرایی   m مثلاًاین الگوریتم پس از چند مرحله تکرار، 
 Nی سوخته در نظر گرفته و ها دادهمشاهده را به عنوان  mروش نمونه گیری فوق این 

ی از ا نمونه. نمونه حاصل که به عنوان میکن یمتکرار بعدی را به عنوان نمونه اختیار 
را به صورت  باشد یمپارامترهای مدل           1 1 N N

q , ,..., q ,   میده یمنشان.  
 به صورتگاما  پیشین دارای توزیع پارامتر  که میکن یفرض مهمچنین  a a

,   
 به صورت توزیع گاما نیز یک ، توزیع پسین ،در این صورتباشد، 

an

a a a i

i 1

n , t


 
     
 

 همچنین یک نمونه از توزیع پسین . است  به حجمN  به

صورت    1 N
,...,    ی تولید شده از ها نمونه. حال با استفاده از میکن یمتولید

ی مؤثر بودن در سامانه را ها اندازه توان یمی پسین پارامترهای کل سامانه، ها عیتوز
 .میده یمبخش بعد توضیح ر براورد نمود که آن را د
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‏.‏تقریب‏توزیع‏زمان‏سرویس‏با‏گامای‏آمیخته3-2

ی ممکن را در بر ها حالتی سنتی برای تقریب توزیع زمان سرویس، تمام ها روش
ی را در نظر بگیریم که علاوه بر شامل بودن سه تر یکلباید روش ؛ بنابراین رندیگ ینم

یه دهد. برای بهتری برای توزیع زمان سرویس ارا برازشمدل ارایه شده در بخش قبل، 
 .میریگ یماین منظور، قضیه زیر را در نظر 

روی بازه  f(x)((. برای هر تابع پیوسته 1113) 2و لورنتز1)دیور قضیه ,0 با شرط 
  0xflim

x



 

 و تابع

 
 

0u,
u

k
f

!k

ux
exS

0k

k
ux

u 







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





 
 داریم 

   xfxSlim u
u




 
به وسیله ترکیبی از توابع گاما به  توان یمرا   f(x)که  تابع دارد یماین قضیه بیان 

صورت  k,u  ی ها وزنبا(1/u)f(k/u)  .تقریب زد 
را به وسیله  M/G/1توزیع زمان سرویس در مدل  توان یمحال با توجه به قضیه فوق 

ی گاما تقریب کرد. برای این منظور، اگر تابع چگالی  زمان سرویس ها عیتوزترکیبی از 
را با  f s  نشان دهیم، داریم 

 
   

1 k1 1

1 1 1 k k k
1 k

1 1 1 1 k k k k

k
i

i i

i 1 i

f s k,q, , q exp s q t exp s

q Er s ,

   



            
             

                

 
    


 

که در آن
k

i

i 1

q 1


  ،i
q 0   و

i i
,   . توجه کنید که در این حالت هستند 0

k  باشد یمجزء پارامترها . 
ی سنتی ذکر شده در بخش قبل را نیز در بر ها مدلاین مدل،  قابل توجه است که

و  k=1. به این صورت که اگر ردیگ یم 1  . اگردهد یمباشد، توزیع نمایی را نتیجه   1
k=1 1و

N   باشد توزیع ارلنگ را خواهیم داشت و اگرk>1   وi
1  برای ،

i ,...,k  .دیآ یم، باشند توزیع ابر نمایی به دست 1

                                                                                                                             
1. DeVore 
2. Lorentz 
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، پارامتر ورود و  ،در این حالت، پارامترهای کل سامانه k k kk,q , , ; ;q , ,    1 1 1
 ،

از توزیع  anبه حجم  نمونه یک میکن یمپارامترهای زمان سرویس، هستند. حال فرض 
  به صورت بین ورود یها زمان 

a1 2 n
t t , t ,..., t  و یک نمونه به حجم

sn  ی ها زماناز
سرویس به صورت  

s1 2 n
s s ,s ,...,s  ی ها زمان میکن یمداشته باشیم. همچنین فرض

ی سرویس از هم مستقل هستند. در این صورت تابع ها زمانورود به سامانه و  
 درستنمایی کل سامانه به صورت زیر است:

     , ,L t s L t L s     

 که در آن 

 
1

exp
a

a

n
n

i

i

L t t  


 
  

 
  

 و

 
n ka

i
i i

i 1j 1 i

L s q Er s ,


  
     

  



 


   

، مستقلاندی سرویس از هم ها زمانی بین ورود و ها زمانی ها عیتوزبا توجه به این که 
 .نیز از هم مستقل خواهند بود  و در نتیجه توزیع پسین پارامترهای 
، به دلیل مشکل بودن محاسبات نیاز به استفاده از برای پارامترهای زمان سرویس، 

ی پیشین مناسب ها عیتوزادامه با ارایه ر . دباشد یم MCMCی شبیه سازی ها روش
 .میکن یمی پسین را محاسبه ها عیتوز، برای پارامترهای 

‏برای‏3-2-1 ‏پیشین ‏توزیع ‏تعیین .‏‏ ‏الگوریتم ‏از‏‏MCMCو ‏گیری ‏نمونه برای

 f s‏

را  kmaxتا 1توزیع یکنواخت از  مثلاً، kابتدا یک توزیع پیشین گسسته برای پارامتر 
. میکن یمتعریف  kی پیشین دیگر پارامترها را به شرط ها عیتوز. سپس میکن یماختیار 

js ،sjبرای راحتی محاسبات برای هر ,...,n1 بردار متغیرهای کمکی ، j 1j kj
z z ,...,z 

 میکن یمرا به صورت زیر تعریف 

 j k 1 k
z q, 1;q ,...,q   

 برابر است با  به شرط این متغیرها که در این صورت توزیع زمان سرویس

i
i j i

i

s z , , Er s ,
 

      
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توزیع پیشین  میتوان یمحال با توجه به مطالب بالا،  q z k , , را به صورت زیر   ,
 بنویسیم

         f q z k f z q k f q k f k f k, , , ,      

را به صورت زیر تعریف  kی پیشین پارامترهای سرویس به شرط ها عیتوزهمچنین 
  میکن یم

),,(Dk|q k1    
ها از هم مستقل و هر یک دارای  jکه  میکن ی، فرض م و برای بردار پارامترهای 
 توزیع نمایی به صورت 

 j
k E j 1,...,k      

 میریگ یبه صورت زیر در نظر م j هر . همچنین توزیع گامای وارون را برایباشند

 j
k , j 1,...,k        

که  میکن یو فرض م
j

  ی پسین ها عیتوزحال در نتیجه زیر مستقلاند. ها از هم
 .میآور یمپارامترها را به دست 

ی پسین به صورت ها عیتوزی پیشین تعیین شده در بالا، ها عیتوزبا توجه به  :4نتیجه‏
 زیر هستند

 
 

 

j

j
j j 1 j

j j i i

jj

P z s,k,q, , q s exp s



 
   

    
    

)الف   

sبرای 
j 1,...,n.   

 1 1 k kq s,z,k D n ,..., n     )ب   

 j j j j j
s,z,k n , n ; j 1,...,k        )ج   

که در آن
n

j ji
i 1

n z


، برایj 1,..., k وk

j s
j 1

n n


  .است 

 
 

n j j

j j

j j j j jn j
j

j

W
f s, ,k exp n log logP


  
         

      

)د    

که در آن
j i

i:z ji

P s


  .است 

. برای میکن یمصرف نظر  ها آن، از آوردن باشد یمطولانی  ها اثباتاز آنجایی که مراحل 
 ( مراجعه نمایید.2212)د را این منظور، به محمدی و صالحی

با  MCMCی پسین به دست آمده، مراحل انجام الگاریتم ها عیتوزحال با توجه به 
  نمونه گیری گیبز به صورت زیر است
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 با مقدار دلخواه، i=0برای  (1      0 0 0
q , ,  میکن یشروع م، 

 میکن یمراحل زیر را تا زمان همگرایی نمونه تکرار مسپس 
2)        i 1 i i i

j j j
z z s ,k,q , ,


  ،  برایj 1,..., k میکن یتولید م، را، 

3)        i 1i 1 i i

j
q q s,k,z , ,


   میکن یتولید م، را، 

4)        i 1 i 1 i 1 i

j j j
s,k,z ,q ,

  
   ،  برایj 1,..., k میکن یتولید م، را، 

1) 
       i 1 i 1 i 1 i 1

j j j js,k,z ,q ,
   

   ، برایj 1,..., k میکن یتولید م، را، 

 .میگرد یمبر  (2)و به مرحله  i=i+1 میده یقرار م (6

در اینجا، مانند الگوریتم بخش قبل، پس از رسیدن به همگرایی و نادیده گرفتن 
تکرار بعد را به عنوان نمونه اختیار کرده و پارامترهای مدل را  Nمشاهدات سوخته، 

 . میکن یمبراورد 
ی مؤثر بودن را به ها اندازهی شبیه سازی شده، براورد ها نمونهدر ادامه، با توجه به 

 . میآور یمدست  

‏ی‏مؤثر‏بودن‏ها‏اندازه.‏براورد‏3-2-2

 شده سازیشبیه  با توجه به نمونه              1 1 1 N N N
, ,q ,..., , ,q     که به کمک

است و همچنین نمونه  الگوریتم نمونه گیری گیبز به دست آمده    1 N
,...,   که از

ی مؤثر بودن ها اندازه میتوان یمآید،  به دست می( پارامتر زمان بین ورود متقاضیان )
سامانه،  حالت پایای ی صف بندیها مدلبرای مثال، در اکثر  کنیم. را براورد در سامانه

در حالت  زمانی که سامانه میدان یم است. برای این منظور، از اهمیت بالایی برخوردار
برای این منظور، ما  کمتر از یک باشد. ،سامانه، ر شدت ترافیک د است که پایا

 کنیم احتمال این که شدت ترافیک کمتر از یک باشد را به صورت زیر تقریب میتوان یم

    n1
P 1 t,s # 1

N
    

 که در آن  
       

1

1,...,
k

n n n n

i i

i

q n N  


   

 . میده یماست. حال براورد بیزی شدت ترافیک را در نتیجه زیر ارایه 
با توجه به نمونه شبیه سازی شده یک براورد بیزی برای شدت ترافیک به  :5نتیجه‏

 صورت زیر است
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       
N k

n n

i i

n 1 i 1

1
E t,s E t q

N  

    

 که در آن 

   
1

na

a a a i

i 1

E t n t





 
      

 
 

 .باشد یم
 . میآور یمی دیگر، تقریب تابع چگالی زمان سرویس را به دست  جهینتدر ادامه با یک 

‏6نتیجه‏ به  توان یمشبیه سازی شده تابع چگالی زمان سرویس را با توجه به نمونه :
 صورت زیر براورد کرد 

     
 

 

 i i
N k

ji i

j j i
i 1 j 1 j

1
f s s w s ,

N  

 
   
 
 

  

 به صورت زیر است kی پارامتر ا هیحاشبه همین ترتیب توزیع 

    n1
P k s # n : k k

N
   

 . برای مثال، احتمالباشد یبرای انتخاب مدل توزیع زمان سرویس م نتیجه فوق روشی
، برابر باشد ارلنگیک توزیع  شامل پسین فقط این که توزیع P k 1 s  است. اگر این

توزیع زمان سرویس در مدل صف بندی  میتوان یاحتمال به اندازه کافی بزرگ باشد، م
خواهد بود. سپس  M/Er/1را ارلنگ اختیار کنیم، یعنی مدل صف بندی به صورت 

 میتوان یمودن را بر حسب این مدل محاسبه کنیم. به همین ترتیب ما ی مؤثر بها اندازه
احتمال پسین این که توزیع زمان سرویس یک ابر نمایی باشد را به صورت زیر محاسبه 

 کنیم

      n n

i

1
P 1 s # n : 1 i 1,...,k

N
       

توزیع زمان سرویس در مدل صف  میتوان یاگر این احتمال به اندازه کافی بزرگ باشد، م
را ابرنمایی اختیار کنیم، یعنی مدل صف بندی به صورت بندی 

k
M / H خواهد بود.  1/

به همین ترتیب ی مؤثر بودن را بر حسب این مدل محاسبه کنیم.  ها اندازهسپس 
ورد اکه زمان سرویس دارای توزیع نمایی باشد را به صورت زیر بر احتمال پسین این

  میکن یم

        n n n

i

1
P 1,k 1 s # n : k 1& 1 i 1,...,k

N
        

  .است M/M/1ر مدل صف بندی د همان براورد اینکه 

‏پایادر‏حالت‏‏)تعداد‏در‏سامانه(‏تابع‏احتمال‏اندازه‏سامانه‏.‏براورد3-2-3
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سامانه صف بندی مورد بررسی در حالت پایا باشد و تحت این شرط  میکن یمفرض 
توزیع احتمال تعداد متقاضیان در سامانه )اندازه سامانه(، را براورد کنیم.  میخواه یم

 برای این منظور، این تابع احتمال را با i  یعنی احتمال این که میده یمنشان ،i 
 داریم ،آنگاه متقاضی در سامانه باشد.

 

     
i 1

i i j 1

j 1

0 1

j 0 j


 



  


     



 

 که در آن 

 
 

i j
k

j j j

i i

i 1 j j j jj

i
q

i!





       
     

               
  

 ( مراجعه کنید.2212)د را برای جزئیات بیشتر به محمدی و صالحی
با توجه به نمونه شبیه سازی شده از پارامترهای  همان طور که در بخش قبل بیان شد،

مقدار  میتوان یسامانه با روش نمونه گیری گیبز، م i
  را به ازای هرi  به صورت 

       
k

i i i i

j j

j 1

q i 1,..., N


       

ورد توزیع احتمال تعداد متقاضیان در سامانه در حالت ابردر این صورت  محاسبه کنیم.
 به صورت  پایا

        
 

i i i

i
i: 1

1
j j ,q , ,k

R
 

      

 که در آن خواهد بود  i
R # 1   ها  که در آن ییها ، یعنی تعداد نمونه  i

1  
 ت. اس

 ‏M/M/cمدل‏ر‏بهینه‏سازی‏د‏ـ4

وبا تعریف یک تابع هزینه  را در نظر گرفته M/M/cاین بخش، یک مدل صف بندی ر د
 میکن یمی بهینه موازی را تعیین ها دهندهسرویس د ، یعنی تعداcمناسب، بهترین مقدار 

 . میریگ یمنظر ر گردد. برای این منظور مثال زیر را د ممینیمبه طوری که تابع هزینه 
یک ر تلفنی با سه خط تلفن است. هز ی مرکدارافرض کنید یک شرکت خطوط هوایی 

 24طول ر . دشود یمی اشتغال توسط یک کارمند اداره  دورهطول ر د ها خطاین ز ا
متقاضیان  ازبسیاری  ها ساعتطول این ر ساعت سه ساعت پراشتغال داریم که د

اشغال هستند. به  تجربه مشخص شده  ها خطارتباط برقرار کنند، یعنی همه  توانند ینم
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ی ها شرکتکنند از ر تماس تلفنی برقراد درصد افرادی که نتوانن 62 است که حدود
ی ها دورهی تلفنی در طول ها ارتباط. فرض کنید تعداد کنند یماستفاده ر هوایی دیگ

 و هر کارمند بهساعت باشند ر تماس د 22پراشتغال دارای توزیع پواسون با میانگین 
 دقیقه با متقاضی صحبت کند و طول این زمان دارای توزیع نمایی باشد.  6طور متوسط 

این ر تومان باشد، د 922 پردازد یم در هر پروازاگر متوسط مبلغی که هر متقاضی الف(‏
 صورت متوسط زیان روزانه به دلیل محدودیت امکانات سرویس دهی چقدر است؟ 

ر باشد د ناچار ساعت باشد ور تومان د 12کارمند ر حقوق و مزایای شغلی هر اگ ب(
به کار گرفته د ساعت کار کند تعداد اپتیمم کارمندانی که بای 1یک نوبت کاری،  روز هر

 شوند را به دست آورید؟ 

‏مسئله‏فرضیات‏

های  . درزمانافتد یمسه ساعت کار پراشتغال، طی هشت ساعت نوبت کار روزانه اتفاق 
تلفن را تعطیل ز ترافیک را اداره کند. شرکت هیچ گاه مرک تواند یمدیگر، یک کارمند 

. هزینه اضافه کردن ردیگ یمی کاری تعطیل به کار ها نوبتو یک کارمند را در  کند ینم
 . میکن یمی جدید به مرکز را ناچیز فرض ها خط

ر داریم. هدف د M/M/cبا توجه به فرضیات مسئله، یک مدل صف بندی حل‏مسئله.‏
. برای این منظور، باشد یم، cی بهینه، یعنی ها دهندهاین مسئله تعیین تعداد سرویس 

ی این ا cاست. سپس مقدار  cکه تابعی از  میکن یمی سامانه را محاسبه ها نهیهزابتدا 
 . برای این منظور، داریم: میآور یمرا به دست  کند یم ممینیمرا  ها نهیهز

CB: صورت داشتن ر متوسط هزینه کل سامانه دC سرویس دهنده 

CP: بودن سامانه یا احتمال ر )احتمال زیان ارلانگ( یا احتمال په احتمال زیان سامان
 ی تلفن که به صورت زیر است: ها خطمشغول بودن تمام 

(2) 




c

i

i

c

C

i

r

c

r

P

0 !

! 

 توجه به اطلاعات مسئله، داریم: ا از طرفی ب
20 تماس در ساعت 
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10
6

60
 مکالمه در ساعت 

2
10

20
r 




 

60203همچنین طی سه ساعت دوره شلوغی، به طور متوسط   رندیگ یمتماس ر نف ،
متقاضی طی این سه ساعت موفق به برقراری تماس  cP60بنابراین به طور متوسط 

. cP36، یعنی تعداد روند یمی دیگر ها شرکتاین متقاضیان به  %60. همچنین شوند ینم
ccدست دادن این متقاضیان، مبلغ ز در نتیجه به ازای ا P25200P36700   تومان به

 (. ابدی یم)درآمد سامانه کاهش د شو یمسامانه زیان وارد 
c640c808از طرفی به ازای هشت ساعت کار هر کارمند، مبلغ    تومان هزینه

. بنابراین متوسط هزینه کل سامانه در یک روز کاری برابر باشد یمد کارمندان دستمز
 است با: 

c640

!i

r

!c

r

25200

c640P25200B

c

0i

i

c

cc








 

c640

!i

2
!c

225200
c

0i

i

c









 

مینیمم کنیم. با توجه  ها دهنده، تعداد سرویس cاین تابع هزینه را نسبت به د حال بای
ی بهینه، آزمون و خطا ها دهندهسرویس د به شکل این تابع، یک روش برای یافتن تعدا

 . میا آورده( آن را 1-1که در جدول ) باشد یم
 cمقادیر  cBمقادیر 

19442 1 
11362 2 
9212 3 
4161 4 
4242 1 
4134 6 
4411 9 
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‏ی‏سامانه‏به‏ها‏نهیهز(:‏متوسط‏1-1)ل‏جدو

‏سرویس‏دهنده‏‏cازای‏انتخاب

5c، به ازای مینیب یم( 1-1جدول )ر همان طور که د   سرویس دهنده، تابع هزینه داده
ی ها خطمسئله، تعداد بهینه ر شرایط داده شده دا . یعنی، بشود یم ممینیم(، 2شده در )

 )کارمندان( مورد نیاز این شرکت هوایی برابر پنج است. ن تلف

 نتیجه‏گیریـ‏5

را بررسی کردیم. ابتدا، مسئله  M/G/1و M/M/cمدل صف بندی و در این مقاله، د
ی حداکثر درستنمایی وبیزی ها روشرا ارایه دادیم که شامل  M/M/1براوردیابی در مدل

که در آن توزیع سرویس کلی است را  M/G/1ئله براورد یابی در مدلبود. سپس مس
بررسی نمودیم. برای این مدل، ازتقریب ارلنگ آمیخته برای براورد توزیع زمان 

از تابع  میتوان یمسرویس استفاده کردیم. اما با توجه به قضیه ارایه شده در بخش سوم 
ی آمیخته نرمال بریده شده در بازهها یچگال 0,  .نیز استفاده کنیم 

ی صف بندی بوده است. ها ر مدلهدف اصلی این مقاله بررسی چگونگی بهینه سازی د
انجام  تر سادهدر حالتی که پارامترهای مدل معلوم باشند، بهینه سازی مدل صف 

رد این پارامترها، حالتی که پارامترهای مدل نامعلوم باشند، بعد از براور . اما، دردیگ یم
فرض معلوم بودن پارامترهای مدل، ا بخش پایانی، بر . دمیپرداز یمبه بهینه سازی مدل 

 یک مثال بررسی کردیم.  را در قالب M/M/cبهینه سازی یک مدل صف 
ی دیگر ها مدلبه  توان یملازم به ذکر است که تئوری ارایه شده در این مقاله را      

 G/G/cو  G/M/cی ها مدلو همچنین  G/M/1 ،G/M/cی ها مدلبندی، برای مثال  صف
 تعمیم داد. 
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